Hoofdstuk 11: Kegelsneden

11.1 De parabool

Opgave 1:

P

Ll

\ )

Opgave 2:
a  d(P,F)=yx*+(y-1p)?
d(P,l)=y+3p

Ji+(r-1p) =y+ip
X +(y-3p)°=0+3p)°
Xy —py+ipt =y tpy+ip’t
x? =2py
b. Een parabool met brandpunt (-3 p,0) enrichtlijn /:x =4 p. Dit is een liggende
parabool met de opening naar links.

Opgave 3:

a ip=6dusp=12
y? = 24x

b. —3p=8dus p=-16
y% =-32x

C. 2p=-4dusp=-8
x? =-16y

d ip=3dusp=6
x? =12y

Opgave 4:

a x=2pl* A y=2pi
y2=(2pAl)* =4p°A1°=2p-2pA°=2px
dus y? = 2px
b. x=61> A y=64
% =(61)* =361°=6-61°=6x
dus y® = 6x
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c. Ii y*=-x

y=2Adan x=-y*=-12

dusx=-1%> A y=21
I: y=41x?

x=Adan y=122

dusx=2 A y=1iA?
l:y=2x*+5

x=Adan y=21%+5

dusx=1 A y=21%5

Opgave S:
a

b. y?=x —B8 , (y-6)?=x-5
C. p,: yi=-2x LG9, (3-6)2=-2(x-5)
py: x2=8y 9%, (x-5)?=-3(y-6)
ps xP=-4y 89,5 (x-5)?=—4(y-6)
d. y*=x heeftastop (0,0) , brandpunt (£,0) enrichtlijn x=-2

(y —6)® = x — 5 ontstaat uit y* = x door T'(5,6)
dustop (5,6) , brandpunt (54,6) enrichtlijn x =42
e p,: y°=-2x heefttop (0,0) , brandpunt (-,0) enrichtlijn x =1
dus (y - 6)® = —2(x —5) heeft top (5,6) , brandpunt (44,6) enrichtlijn x =51
ps: x° =3y heefttop (0,0) , brandpunt (0,2) enrichtlijn y =2
dus (x—5)? = 3(y — 6) heeft top (5,6) , brandpunt (5,62) enrichtlijn y =52
p.: x°=-4y heefttop (0,0) , brandpunt (0,-1) enrichtlijn y =1
dus (x —5)* = -4(y — 6) heeft top (5,6) , brandpunt (5,5) enrichtlijn y =7

Opgave 6:
a y*+10y=4x-1

(y+5)2-25=4x-1

(y+5)% =4x+24

(y+5)* =4(x+6)

y® =4x top (0,0) F(10) [: x=-1 & y=0
T'(-6-5) dus top (-6,-5) F(-5-5) [: x=-7 @& y=-5

GETAL EN RUIMTE VWO WD D3 H11 81 -2- AUGUSTINIANUM (LW)



b. x*-6x=2y-3
(x-3)?-9=2y-3

(x—3)?=2y+6

(x-3*=2(y+3

x? =2y top (0,0) F(0,1) l: y=—%3 ax=0

T7(3-3) top (3-3) F(3-2%) l: y=-3} as x=3
Cc. y*+5x+4y=1

(y+2)°-4=-5x+1

(y+2)>=-5x+5

(y+2)?*=-5(x-1

y? = -bx top (0,0 F(-11,00 [/: x=1% as y=0

T(1,-2) top (1L-2) F(-1,-2) [: x=2% @& y=-2
d y=-1ix>+3x-6

1x*-3x=-y-6

x?-12x=-4y-24

(x—6)*-36=-4y-24

(x—6)>=—-4y+12

(x-6)* =-4ry-3

x? =-4y top (0,0) F(0,-1) [0 y=1 as. x=0

7(6,3) top (6,3) F(6,2) [: y=4 as. x=6
Opgave 7:
a y>=2px F($p.0) I x==3p

T(a,b) F(tp+a,b) 1 x==%p+a
b. y=ax’+bx+c

ax’*+bx=y—-c

xP4byx=1y-<

(x+3)’ —ty=ty-=

(x+2) 2 =ty+Lt5-<

(x+%2=%(y+2—z—c)

(x+2)" =2 (y+252)

dsx*=1ydan F=(0,2 [ y=—%

T(-4;=250%)  F= (4 =50 = (4, 25%)

/" y:_T];l_bZZ:aczflfb:;4ac

Opgave 8:
a y2 +ay=ax+a2

(y+ia)*-ia® =ax+a’

GETAL EN RUIMTE VWO WD D3 H11 81 -3- AUGUSTINIANUM (LW)



(y+ia)® =ax+1ia®

(y+ia)? =a(x+1%a)

as y? =ax dantop (0,0) en F(%a,0)

T(-1%a,—%a) dustop (-11a,—1a) en F(-a,—%a)
b. (-a)®+(-1a)®* =10

a’*+1a® =10

1%a2 =10

4x% = 6x
4x® —6x=0
4x(x-13)=0
x=0 v x=11
y=0 v y=3
(00) en (14,3

b. (2x-1)%=6x
4x® —4x +1=6x
4x*-10x+1=0
D =100-16 = 84 > 0 dus twee snijpunten

c. (2x+3)%*=6x
4x? +3x+2 =6x
4x* -3x+2=0

D=9-4-4.2 =0 dus 1 oplossing, dus het is een raakpunt

Opgave 10:

b y:@

c y:@:(sx)z
dy | 1 1 3 3
—=2(6x) 2:6=3-(bx) 2 =—=—
dx 2( ) ( ) \/a y
rc:d—df{]ng—§=2
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Opgave 11:

a  —8abp =—4p? links en rechts delen door —4p levert

2ab=p
je mag delen door p omdat p =0

b. as a =0 hebjete maken met een horizontale lijn en dat kan geen raaklijn worden aan de

parabool.

Opgave 12:

a asy,<0danligt40op y=—/2px

Lt S Pl Y
dx  2,2px N2px Y
dusk: y-y,=7-(x—x,)

y=1-(x-x,)+y,
voy=p-x)+y,’
yyoy=px—px,+y,°
Y4y =DpX—px, +2px,
Y4y =px+px,

b. y,=0 geeft x, =0 dus 4(0,0)
ditgeeft: O-y=p-x+p-0

dus x = 0 alsvergdlijking van de raaklijn en dat klopt, want x = 0 isderaaklijnin de

top (0,0) van de parabool y? = 2px

Opgave 13:
a a=1enp=4

k: y=%x+i

2-3
k: y=%+x+8
b. —6y=4x+4-43
-6y =4x+18
y=—%2x-3
Cc. rakliinm: 4y=4x+4-2
4y =4x+8
-x+y=2
normaa n: x+ y=c door (2,4)
xX+y=6
Opgave 14:

a k: y,y=px+p-x,
snijpunt x-asdus y =0
pxz+p-x,=0
plxy +x,)=0

Xp ==X,
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ki p-x=y, y=-p-x,

nrg =

— V4
ri=

p

l- yA.x+p-y=C dOOI’ (xAlyA)
Vi X+tpy=x,y,+p-y,
snijpunt x-as dus y =0

Vi X=XVt DP Yy

Xe=X,+tp
b. B(-x,,0) en C(x,+ p,0)
BC = |2xA +p|
Opgave 15:
yi=2px  F(Gp0)  I: x=-3%p
B(_%p’yA)

raaklijninpunt4: y,-y=p-x+p-x,
m is de middelloodlijn van BF

VBr = =n,
— V4

M is het midden van BF dus M = (0,3 y,)
m:. p-x-y,-y=c door (0,5y,)
px—y,y=—%y.
PX=y,y==32px,
P X=yy=-pox,
p-x+p-x,=y,-y endaisderaaklijnin punt 4

Opgave 16:

a c: (x—x,)+(-y,)=r°
craakt dex-asdus y =0 en x =x,,
dus yM2 =r?
¢ door (0,2) dus x,,° +(2-y, ) =r°
X+ 2=y =y
X, +4=4y, +y, =y
x, +4-4y, =0

2

2

—4yy =—4-xy

Yu :%XMZ"']-

dus voor alle middelpunten geldt: y =1x? +1
b. c: (x—x,) +(y-yy,) =1
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craaktdex-asdus y=0en x=x,,

dus y,,° = r?

c door (34) dus (3—x,,)° +(4—-y, ) =r°
(3_XM)2+(4_yM)2 :yM2

(xM _3)2 +16_8yM +yM2 =VYu
(xM _3)2 :8yM -16

(xM _3)2 :8(yM _2)

dus de middel punten liggen op de parabool (x —3)? =8(y —2)

2

Opgave 17:
a k: 4-y=1.x+1-8 dus x—-4y=-8

[ =2-y=1-x+1-2 dus x+2y=-2
x—4y=-8
xX+2y=-2 -

-6y =-6

y=1

x=-4
dus P(-4,)

C. AB: y-4=-3(x-8)
y=1(x-8)+4
y=x—-4

d P(-41) dusl-y=x-4

dus y=x-4

Opgave 18:

a.  kraakt de parabool y* =2px inhetpunt A(x,,y,) dusk: y,-y=px+px,
lijn k& gaat door het punt P(x,,y,) dus y,y, = px, + px,
[ raakt de parabool y* =2px inhet punt B(x,,v,) dusl: y,-y= px+ px,
lijn / gaat door het punt P(x,,y,) dus y,v, = px, + px,
punt 4 ligtopdelijn y,-y=p-x+p-x,
punt Bligtopdelijn y,-y=p-x+p-x,
dus A4B: y,-y=p-x+p-x, iseenvergeijking van de poollijnvan P(x,,y,)

b. depoollijnvan O(x,,y,) ten opzichte van de parabool y? = 2px isdelijn
Yo Y=Dp-X+p-X,
trandatie over (x,,y,) geeft: depoollijnvan Q'(x, +x;,y, +y,) ten opzichtevan
de parabool (y—y;)* =2p(x—x;) isdelijn y, - (y=y;)=p-(x=x;)+p-x,
Q' =P(xp,yp) Qeeft x, +x; =x, €Ny, +y, =y,
dus Xo=Xp—Xp €N Yy =YVp—Vr
dus de poollijn van P(x,,y,) ten opzichte van de parabool (y - y,)* =2p(x—x,) is
delijn (yP _yT)(y_yT) = p(x_xr)+p(xp _xT)
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Opgave 19:
a depoollijnvan 4(-4,~1) ten opzichte van de parabool y* =1x isdelijn:
~ly=ix+i-4
dus -3y =%x-1
dus sx=-3y+1
dus x=-2y+4
de snijpunten van de poollijn met de parabool zijn:

y:=3(-2y+4)

yr=—y+2

y*+y-2=0

(r+2)(y-)=0

y=-2 v y=1

x=8 x=2

raaklijnin (21) iss1-y=4x+1-2dus y=3x+2

raaklijnin (8,-2) is: —2-y=2x+1.-8dus y=—4x-1
b. depoollijnvan B(13,1) ten opzichte van de parabool y* = —2x isdelijn:

l.y=-—x-1.14

dus y=—-x-11

de snijpunten van de poollijn met de parabool zijn:

(—x-11)% =-2x

x?+3x+2%=-2x

x*+5x+21=0

(x+43)(x+3)=0

x=—4% v x=-1

y=3 y=-1

raaklijnin (-44,3) is: 3- y=—x+-1--4% dus x+3y =43

raaklijnin (-3,-1) is -1 y=-x+-1-—2 dusx—-y=1
c. y*-2y=3x-10

(y-1D*-1=3x-10

(y-D*=3x-9

(y-D*=3(x-3)

de poollijn van C(0,1) ten opzichte van de parabool is:

1-D(y-)=13(x-3)+13(0-3)

dus 0=13x-43-43

-12x=-9
x=6

de snijpunten van de poollijn met de parabool zijn:

(y-D*=3(6-3)

(y-D*=9

y=-1=3 v y-1=-3
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y=4 v y=-2

raaklijnin (6,4) is: (4-)(y-1) =13(x-3)+13(6-3)
(y-D=1x-41+41
3y-3=13x
3y=13x+3
y=3x+1

raaklijnin (6,-2) is: (-2-D(y-1) =11 (x-3)+11(6-93)
-3(y-)=1ix-41+43
-3y+3=13x
-3y=13x-3
y=—3x+1

Opgave 20:
a a=len p=2dus

k: y-2=1-(x-3)+%
y—-2=x-3+1
y=x
b. I: (4-2)(y-2)=2(x-3)+2-(4-3)
20y-2)=2x—-6+2
2y-4=2x-4
2y =2x
y=x
c. raaklijnmin (31,1) aan de parabool is:
m: (1-2)(y-2)=2(x-3)+2(3:-3)
- y-2)=2x-6+7%
-y+2=2x-51
-2x—-y=-7%
2x+y=73

- 2 - 1
Nm = dUS nn, =
o=y

n: x—2y=c door (3%1])
x-2y=1%

Opgave 21:
a y=-x+3vermenigvuldiging met —2 geeft —2y =2x-6

b. y?>=4x dus p=2
dus de poollijn heeft vergelijking y,y = 2x + 2x,
dus y, =-2 en x, =-3
dus P(-3-2)
C. 4x-7y=8
—-7y=-4x+8
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31y=2x-4
Yo :3% en 2)CQ =—4 dus X =-2
dus O(-2,3%)

Opgave 22:
a 4y® =9
y?=21x
k: 2y=3x+2--31
3V =X %
10y =18x-63
18x-10y =63

b. depooallijnvan (-2,2) ten opzichte van y? = 2%x is:
Sy=2x+2--2
6y =9x-18
y=11x-3
de snijpunten van de poollijn met de parabool zijn:
1ix-3)*=21ix
21x?-9x+9=21x
21x?-113x+9=0
9x* - 45x+36=0

x*=Bx+4=0
(x-D(x-4)=0
x=1 v x=4
y=-1 »=3
raklijnin (L-13) iss -13y=2x+3-1
gx+13y=-%
3x+4y=-3
raaklijnin (4,3) is: 3y=2x+2-4
3x-3y=-4%
3x-8y=-12

C. 9x+24y=45
24y =-9x+45
—3y=3x-%
Ye=-3en3x. =—L dus x, =-5
dus C(-5,-3)

Opgave 23:
de poollijn van P(-2,2) ten opzichte van de parabool y? = 2p(x —a) isdelijn k met:
k: 2y=p(x—a)+ p(-2-a)

2y=px—ap-2p—ap

2y =px—2ap—2p
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I: 3x+y=12

y=-3x+12
2y =-6x+24
dus p=-6en—-2ap—-2p=24
12a+12=24
124 =12
a=1
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11.2 De ellips

Opgave 24:

Opgave 25:
d(P,F))+d(P,F,)=2b

\/x2 +(y+c)? +\/x2 +(y-c)*> =2b

X2+ (y+e)? =2h—x* +(y—¢)®

¥+ (y+c)? =4b* —4bx* +(y—c)® +x* + (v —¢)?
Ab\[x* +(y—c)® =4b* +(y—c)* = (y +¢)®

Ab\|x* + (y—c)? =4b* + y* = 2cy +c* — y® = 2cy —c*
4b\|x* + (y—c)® = 4b* —4cy

byx®+(y—c)® =b"—cy
b?(x*+(y—c)?) =b* —2b%cy + c?y?
b?(x*+y* = 2cy+c?) =b* = 2b%cy +c?y?

b?x* +b%y* —2b%cy + b?c? =b* — 2b%cy +c?)?

b2x2 +b2y2 _CZyZ :b4 _b2c2

b2x2 +(b2 _CZ)yZ :bZ(bZ _CZ)

b*x* +a’y® = a®b?

x2 y2 _1

_+_
a? b?

Opgave 26:
voor een cirkel geldt: d(P,M)=r

dus 2d(P,M) = 2r
dus d(P,M)+d(P,M) = 2r
dus een cirkel is een ellips waarbij beide brandpunten samenvallen mat punt A/

Opgave 27:
2 2
a a=5 b:3dus:x—+y—:1
25 9
b. a=6 ¢=5
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c? =a®-b?
dus b? = a? - ¢?
dus b? =36-25=11

2 2
dus = +2 =
36 11
c. b=4 c¢=5
a?=b*+c?>=16+25=141
2 2
dus* +2 =1
41 16
d a=3

2 2

X y
dus — + <= =1 door (1,2
g "% 12

2

dusl+12:1
9 b

dusizg
9

b2
8h* =36
b* =41

2 2

%-ﬁ-%:l
2

dus x*+2y*=9
2 2

e Tal-
dus b2x% +a’y? = a®b? door (2,+/2)
4b? + 2a? = a*b?
c=3enc®=a’-b" geeft a®> —b* =9
a’=b*>+9
dus 4b% + 2(b* +9) = (b* + 9)b?
4h* +2b* +18=b" +9b*
b*+3»*-18=0
(b* -3)(b*+6)=0
b*=3 v b*=-6kn.
a’=b*+9=3+9=12

2 2

dus =+ =
12 3

dus x* +4y* =12

Opgave 28:
a. het andere brandpunt is het middel punt van derichtcirkel, dus (-3,0)

de brandpunten zijn dus (3,0) en (-3,0)
dus het middelpunt van de ellipsis het midden van F,F, , dus (0,0)
b. d(P,F)+d(P,F,)=r=10
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ook geldt: d(P,F,)+d(P,F,)=2a
dus 24 =10

dus a =5

c=3

c? =a®-b?
b?*=a®-c*=25-9=16

b=4

Opgave 29:

x> +y?>-8y-84=0
x2+(y—4)2—16—84=O
x*+(y—4)* =100
ditisderichtcirkel, dus M =(0,4) en »r =10
d(P,F)+d(P,M)=r=10
d(P,F)+d(P,M)=2b
dus 2 =10

b=5

c=4

c?=b*-a?

a’ =b?—-c?=25-16=9

2 2

dus =+ 2 =
9

25

Opgave 30:

a a?=10 dus (+10,0) en (-+/10,0)
b? =6 dus (0,/6) en (0,—/6)
2 2
b T +2 =1
10 6

links en rechts vermenigvul digen met 30 geeft: 3x” +5y° =30
c. 3x®+5(2x-3%)?=30

3x? + 20x% — 70x + 61; =30

23x? — 70x + 31;=0

L 70+/2025 _ 70+45

46 46
70+ 45 1 70-45 25
46 46 46
y=13 =-23

dus (21 13) en (£,-22

Opgave 31:
a. door (1,2) dus p+49g=35

door (32) dus 9p+¢ =35
p=-4q+35
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9(-4g +35)+¢ =35
—36¢+315+¢ =35
—35g =-270
q=8
p=-4-8+35=3
b. 3x*+8y*=35
2 2
T 8y
35 35
2
x_+y_ =1

2
35 35

3 8

dusa’ =2 enp’ =3

2 2 2 _ 2 32 _ 3 _ 35 _175
a*>b"dusc” =a”"-b" = -2 =20

c=\B=5[1=5.1/76=542
dus de brandpunten zijn (3 J42,0) en (—%@,O)

Opgave 32:
a

b. vervangx door x—5 enydoor y—6
van 9x? + 25y? = 225 zijn de toppen (-5,0), (5,0, (0,3), (0,-3)
dusvan 9(x —5)* + 25(y —6)? = 225 zijn de toppen (0,6) , (10,6) , (5,9), (5,3)

Cc. 25x2+9y? =225_TCG89 ,95(x_5)21+9(y-6)% =225
van 25x? +9y? = 225 zijn de toppen (-3,0), (3,0), (0,5), (0,-5) en de brandpunten
(0,4) en (0-4)
dusvan 25(x —5)* +9(y — 6)* = 225 zijn detoppen (2,6), (8,6) , (511), (51) ende
brandpunten (5,2) en (510)

Opgave 33:
2 2
9x2+4y2 =36 dus — +2 =1
4 9

b*>a® dus ¢®* =b*-a*=9-4=5
dus ¢ =+/5 , dusde brandpunten zijn (O, \/5) en (O,—\/E)
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Opgave 34:

a 5Sx?+y?=5 &3 5 5x-2)°+(y+3)?=5
5x° + y* =5 ofwel x—12+y—52 =1 heeft astoppen: (-1,0),(10),(0,—/5),(0,+/5)
b?>a®dus ¢® =b*—a*=5-1=4dus ¢ =2 , dus brandpunten (0,-2) en (0,2).
5(x—2)? + (v +3)2 =5 heeft astoppen: (L-3),(3-3),(2-3-+/5),(2-3++/5) en
brandpunten (2,-5) en (2,-1)

b. 4x*+25y° +16x-84=0
4(x* + 4x) + 25y° = 84
4(x+2)* -16+25y° =84
4(x+2)* +25y* =100
4x? +25y2 =100 —H29 5 A(x+2)? +25y2 =100

2 2

4x? + 25y% =100 ofwel % + yj =1 heeft alstoppen (-5,0),(5,0),(0-2),(0,2)

a®>b? dus ¢ =a?—b% =25-4=21dus ¢ =~/21 , dus de brandpunten zijn
(—/21,0) en (+/21,0)
4(x+2)* +25y? =100 heeft alstoppen: (-7,0),(3,0),(-2,-2),(-2,2) en as brandpunten
(-2-4/21,0) en (-2++/21,0)
c. 9x?+10y?-80y—200=0
9x2 +10(y2 —8y) —200=0
9x2 +10((y — 4)? —16) — 200 =0
9x2 +10(y — 4)? —160— 200 =0
9x2 +10(y — 4)? = 360
9x?+10y? =360 —XY 5 9x? +10(y —4)? =360
9x2 +10y? = 360 ofwel Z—; + g—; =1 hesft alstoppen (-2+10,0),(2+/10,0), (0,—6), (0,6)
a® >b? dus ¢ =a® —b*> =40-36=4, dus ¢ = 2 dusde brandpunten zijn (-2,0) en
(20)
9x2 +10(y — 4)? = 360 heeft alstoppen: (—24/10,4),(2+/10,4),(0,~2),(0,10) en as
brandpunten (-2,4) en (2,4)
d. 36x2+11y? + 72x— 66y = 261
36(x” + 2x) +11(y* - 6y) = 261
36((x+1)2 1) +11((y - 3)> —9) = 261
36(x+1)% —36+11(y —3)2 —99 = 261
36(x+1)% +11(y - 3)2 = 396
36x% +11y° =396 —22 5 36(x+1)? +11(y —3)? =396

2 2

36x2 +11y2 = 396 ofwel % + % =1 heeft alstoppen (—/11,0),(+11,0), (0,-6), (0,6)

b? >a® dus ¢® =b* —a® =36-11= 25 dus ¢ = 5 dus de brandpunten zijn (0,-5) en
(0,5)
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36(x+1)% +11(y — 3)? = 396 heeft alstoppen (-1-+11,3),—1+ (+11,3),(-1-9),(-13)
en as brandpunten (—-1,-2) en (-18)

Opgave 35:
a 16x° +25y° — 64x +50y = 311
16(x? — 4x) + 25(y° + 2y) = 311
16((x—2)* —4) + 25((y +1)? -1) =311
16(x — 2)° —64+25(y +1)? - 25=311
16(x — 2)* + 25(y +1)* = 400
16x2 +25y2 =400 —&D 5 16(x —2)% +25(y +1)? = 400
2 2

16x2 + 25y2 = 400 ofwel 2+ 2 =
25 16

a®>b?>dus c®=a’-b*=25-16=9dusc=3

brandpunten (—,3,0) en (3,0)

dus 16(x — 2)* + 25(y +1)* = 400 heeft a's brandpunten (-1,-1) en (5,-1)

langeas: y=-1

k: x=5

k snijden met de dllips:

16(5-2)% + 25(y +1)* = 400

144+ 25(y +1)* = 400

25(y +1)? = 256

(y+D° =2

y+1=2 v y+1=-%2

y=% v y=-%

AB=3--3-%
b. ye=y,=0

16x2 — 64x = 311

16x* —64x -311=0

. _ 6424000 _ 644015

32 32
X= Zilix/ﬁ
CD =2+12415 - (2-12/15) = 21./15

c. x=0
25y% +50y = 311
25y” +50y-311=0
_ —50+4/33600 —50+40/21
" s0 | w0
y=-1$421

lengte koorde= —1+ £+/21 — (-1- £/21) =12/21
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Opgave 36:
a 10x*+ay®—80x+4ay+160-6a =0
10(x? —8x) + a(y® +4y)+160-6a4 =0
10((x —4)* -16) + a((y +2)* —4) +160—6a = 0
10(x —4)* -160+a(y +2)* —4a +160—6a =0
10(x—4)* + a(y + 2)* =10a
-9 0+,
a 10
x* y? 1 (4-2) (x_4)2+(y+2)2 -1

— 4=
a 10 a 10

2 2

X )1/—0 =1 heeft dstoppen: (—v/a,0),(v/a,0),(0,~+10),(0,+/10)
a

(=47 , v+’

p 10 =1 heeft als toppen:
(4-+a,-2),4+ (Ja,~2),(4-2-+10),(4,-2+10)
top=(7,-2)
A—Ja=7 v 4+Ja=7
—Ja=3 v Ja=3
k.n. a=9
b. asa>10 dan ¢?=a-10 dus ¢ =+/a—-10

2 2

Xy i_o — 1 hesft als brandpunten (va —10,0) en (—/a —10,0)

a

— 2 2
dus ¥ O JerZ) =1 heeft a's brandpunten: (4++/a-10,-2) en (4-+a-10,-2)

a
4+Ja-10=7 v 4-a-10=7
va-10=3 v —+a-10=3
a-10=9 k.n.
a=19

c. dsa<10dan ¢?*=10-q dus c =+/10—a

2 2

* oy )1/—0 =1 heeft als brandpunten (0,4/10—a) en (0,—v10—a)

a

Y\ 2
dus (=4 + +2) =1 heeft als brandpunten (4,-2++/10—a) en (4,2—-+/10-a)

a 10
brandpunt (4,0) dus —-2++/10—-a =0
V10—a =2
10-a=4
a="6
Opgave 37:

a 2°+4.3" =4+4.3-16

b. puntPligtop y=-1x*+4
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1/—Zx +4=+u metu——%x2+4 dusu'=—-3x
V= x
2\/; 2,- 1x2+4

. —1y
u' 2 X

— X
-2 -2 \/_ —2\/__ 1
re = 4’\/— M \/_ T__E\/g
y=-13.x+b door (2,4/3)
B3
=114/3

y=—%43: x+11\/_

d. y——,/——x +4= \/_metu———x dus u' =
yI: !
2\/; 2\—5x 244

X

4,/—3x +4 —4,/- ix2+4 @

L1y
u 2 X

Opgave 38:

a asy,<0danligtdop y=—-2x*+b
y=—1/—2—§x2+b2 =—Ju met u :—2—§x2+b2 dus u'z—za%zx

Ve -1 7l e b®x _bzx
2\u 2Ju 7 a?u aPy

2

2 A(x_xA)

Y4

k: Y=Ys=-

a’y, -y—azyA2 =-b’x, -x+b2xA2
b*x,-x+a’y, - y=b*x,+a%y°
b*x,-x+a’y,-y=a’b’

xA X yA y l

a2 b2
2 2
b. dsy,=0dan > +2 =1
a b
dus x? = 4?

dusx=a v x=-a
de raakpunten zijn (-a,0) en (a,0) , twee toppen van de ellips

raaklijnin (—a,0)is: —ax Oy =1 ofwel x=-a
a
ax, 0 y_lofwel xX=a

dus het klopt want in deze toppen is de raaklijn verticaal

Opgave 39:
a 2-3x+5-y=23
6x -5y =23
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b. ﬂJrl—yzl
18 9

2x+y=9
c. raklijnkin (25)is k: 7-2x+2-5y=78

14x +10y =78
— (14 7
n, = =
“ l10) |5

dusaz(sj
-7

dus m: 5x—7y=c door (2,5)
m: S5x—-7y=-25

d. raaklijn/in (3,2) is. [: §+2—y:1
15 10
1 3x+3y=15
— (3) (1
nl: =
3) 1
— (1
dUSnnz( j
-1
dusn: x-—y=c door (3,2)
n: x—y=1
Opgave 40:

a stel het raskpuntis A(x ,,y,)
danisderagklijn: 2x ,-x+a’y,-y =16
deraaklijnisook x—y =8 ofwel 2x—2y =16

dus {ZZA =2
a‘y,=-2
dus x, =1
hieruit volgt dat y , =7 (want A ligt op x— y = 8)
dus — 74 = -2
dus a® =2

b. stel het raakpuntis A(x,,v,)
dan isderaaklijn: b°x,-x+8y,-y =88
deraaklijnisook 5x+ 2y = 22 ofwel 20x +8y =88
s {bzxA =20
8y,=8
dus y, =1
hieruit volgt dat x, =4 (want 4 ligt op 5x + 2y = 22)
dus 4h% = 20
dus b* =5
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Opgave 41:

a raklijnin A(x,,v,)is x,-x+2y,-y=18
deraaklijnisook y =2x+5b ofwel 2x—y =-b
dus X4 -2 _18

2 -1 -b

b. uit x_AZZLf volgt —x, =4y, dus y, =—3x,
invullen in de ellips geeft:
x,2+2(-1x,)* =18
x,2+1x,2=18
9x,2=18
x,?=16
x, =4 v x,=-4
yy=-1 ya=1

c. dsx, =4 dangzl—8 dus b =-9
as x, =4 dan 4.1 Gusp-o9

2 -b

Opgave 42:

a raklijnin A(x,,y,) is. 2x,-x+5y,-y =38
deraaklijnisook: y=—-2x+b ofwel 3x+5y =5b
dus 24 _5v. _38

3 5 5b
dus 2x, =3y,
dus x, =11y,
invullen in de ellips geeft:
2(1%)//1)2"‘5)//12 =38
41y’ +5y,° =38
g%y,qz =38
yA2 =4
yy=2 v y,=-2
x,=3 x,=-3
dus de raakpunten zijn: (3,2) en (-3,-2)
b. dusvoor deraaklijnen geldt: rc = —% =3
3
dusderaaklijnis: y=3x+b ofwel 3x—-5y =-5b
dusﬂ:%
3 -5
dus 2x, = -3y,
dus x, =-13y,
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invullen in de ellips geeft:

2(-1%y,)* +5y,° =38

43y, +5v," =38

g%yAz =38

J’AZ =4

yi=2 v y,=-2

x,=—3 x,=3

dus de raakpunten zijn (-3,2) en (3,-2)

Opgave 43:

a raklijnin (-4,3) is. 3--4x+4-3y =84
-12x+12y =84
x—y=—7

raaklijnin (-1,-43) is: 3--1Ix+4- -4y =84
-3x—-18y =84
x+6y=-28

b. {x_y:_7

xX+6y=-28 -
-7y=21
y=-3
x=-10
dus P(-10,-3)

c y-3=T5 (-4
y—=3=-23(x+4)
y=23x-7

d 3--10-x+4--3-y=84
-30x—-12y =84
-12y =30x + 84
y=-23x-7

Opgave 44:

a lijn k gaat door punt P(x,,y,) buiten deellips en raakt de ellipsin het punt A(x,,v,)

dus X4 'sz n Y 'ZYP -1

a b
lijn / gaat door punt P(x,,y,) buiten de ellips en raakt de ellipsin het punt B(x,,y;,)
dus Xp 'sz n be'zyP -1

a

Yp

zowel 4 als B liggen op delijn “2.~ + bz'y=1enditiseenvergelijkingvande

2 2

poollijnvan P(x,,y,) ten opzichtevan deellipsx—vaZ—2 =1
a
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2 2
b. depoollijn van een punt O(x,,y,) ten opzichte van een élips %+y—2:1 isde

XQ'X yQ'y_

lijn " + 2 =1

X_2+y_2_1 T(xXp 0 Yur) (x_xM)2+(y_yM)2 -1

a? b? ’ a® b? -

Q(inyQ) et Q’(XQ+XM’yQ+yM) dusxP:xQ+xM en y, =y, +Vu

ofwel Xo=Xp =Xy €N Yy =Yp—Yy

x .x . x .x_x . —_—
0 X YoV g e o (=xy) Yo (V=yu)

=1
a b? a’ b?

dus de poollijn wordt: (xr _XM)Z(X_XM)+ e _yMb)z(y_yM) =1
a

Opgave 45:

a. depoollijnvan 4(8-1) is8x+8--1-y=24 ofwel x—y=3dus x=y+3
de poollijn snijden met de ellips geeft:
(y+3)*+8y* =24
y2+6y+9+8y° =24

9y® +6y-15=0
_ —6+576  -6+24
YTT18 T 18
y=1v y=-14
x=4 x=11

raaklijnin (4) is. 4x+8y =24 ofwel x+2y =6
raaklijnin (13,-1%) is: 13x+8--1% y = 24 ofwel x-10y =18
b. k: G-D(x-D+2(-4+3)(y+3)=18
4(x-1)-2(y+3)=18
4x-4-2y—-6=18
4x -2y =28
2x—-y=14
c. 2x*+5y”°+8x—30y+16=0
2(x* +4x) +5(y* - 6y) +16=0
2(x+2)*-4)+5(y-3)*-9)+16=0
2(x+2)*-8+5(y—-3)>-45+16=0
2(x+2)* +5(y-3)* =37
raaklijnin (-6,4) is. 2(-6+2)(x+2) +5(4—3)(y —3) =37
-8(x+2)+5(y—-3) =37
-8x-16+5y-15=37
-8x+5y =68
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Opgave 46:
a k: A-4-2)(x-2)+9(6-4)(y—4) =180

—24(x-2)+18(y — 4) =180

—24x+48+18y —-72=180

—24x +18y =204

4x -3y =-34

b. raaklijnmin (-18) is: 4(-1-2)(x—2)+9(8—-4)(y—4) =180

-12(x - 2) + 36(y — 4) =180
—12x + 24+ 36y —144 =180
—12x + 36y = 300
-x+3y=25

(-1 _
n, 2( j dus n, :(3}
3 1

n: 3x+y=c door (-18)
n: 3x+y=5

Opgave 47:
a. 15x+8y =106 vermenigvuldig alles met 2

30x +16y = 212
b. deraaklijnin A(x,,y,) isdelijn: 5x,-x+8y, -y =212
dus 5x, =30 en 8y, =16
dusx,=6eny, =2
dus 4(6,2)
c. [: 55x+52y=-106
—110x —-104y = 212
deraaklijnin B(x,,y;) isdelijn 5x, - x+8y, - y =212
dus 5x, =-110 en 8y, =-104
dus x, =-22 en y, =-13
dus B(-22,-13)

Opgave 48:
a k: 2-8x+3--3y=30

16x -9y =30
b. depoollijnvan B ten opzichte van de éllipsis: 2-—6x+ 3--1y =30
dus —12x -3y =30
-3y =12x+30
y=-4x-10
de poollijn snijden met de ellips geeft:
2x% +3(-4x -10)* =30
2x* +3(16x° +80x +100) = 30
2x% +48x% + 240x +300-30=0
50x* +240x +270=0
Bx? +24x+27=0
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x_—24i\/E_—24i6

10 10
x=-3 v x=-1%
y=2 y=-23
raaklijnin (-3,2) is: 2--3x+3-2y =30
—-6x+6y=30
x—y=-b5

raaklijnin (-1¢,-2¢) is: 2--12x+3--22¢y =30

-3¥x-82y=30

3x+7y=-25
c. [: y=-1ix+2
Lix+y=2
18x +15y =30

de poollijnvan C(x.,y.) isdelijn: 2x.-x+3y. -y =30

dus 2x. =18 en 3y, =15
dus x.=9en y.=5
dus C(9,5)

Opgave 49:

de poollijn van P(51) ten opzichte van dedlipsis:

p5x+(1-q)(y—q)=52
Spx+(1-¢q)y-([1-4g)g =52
Spx+(1-q)y =52+ (1-q)q
5px+(1-¢q)y=52+q—q°
de poollijnisook delijn 15x — 4y = 32
5p_1—q_52+q—q2
15 -4 32
Sl—q:52+q—q2

-4 32

— 452+ qg—-q*)=32(1-q)
—208-4q +4¢> =32-32g
4g% +28q — 240 =0
g>+7¢-60=0
(q+12)(q-5) =0
q=-12 v ¢g=5

dus

du

5p 13
=-12 geeft = =" dus qg=-2
q g 15 _a q 4
5p -4
=5geeft —=—dus p=3
7 g 15 -4 P
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11.3 De hyperbool

Opgave 50:
a

b. voorieder punt P op de middelloodlijn van FV geldt: d(P,F) =d(P,V)
punt ¥ ligt op de cirkel ¢, dus d(P,V) =d(P,c)
dus d(P,F)=d(P,c)
dus punt P ligt op de conflictlijn van punt F en cirkel ¢

Opgave 51:

a \/(x+c)2+y2 —\/(x—c)2+y2 =2a
\/(x+c)2+y2 :\/(x—c)2+y2 + 2a
(x+c)* +y? =(x—c)2+yz+4a\/m+4a2
xZ+2x+c”+y? :xz—20x+02+y2+4a\/m+4a2
dex —4a® = day(x—c)? +y*
cx—a’ =am

(cx—a®)> =a’((x—c)® +y?

c’x? —2a’cx+a’ =a®(x* —2cx +c? + y?)

c’x? —2a’cx+a” = a’x* - 2a’cx +a’c® +a®y?
szz _a2x2 _a2y2 :aZCZ _a4
(Cz _az)xz _azyz =a2(02 _az)
b. lijnstuk FF, heeft lengte 2¢
lijnstuk £ F, snijdt de hyperbool in de punten 4 en B

lijnstuk 4B heeft lengte 2a

dus 2¢ > 2a

dus c>a

dus c?—a®=>b
c. stel P(-x,y)

P ligt op de hyperbool dus geldt: |d(P, F,) - d(P,F,) = 2a

JEx+e)? 432 —(-x—c)? + y* = 2a

2
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\/(—)H—c)2 +y% = \/(—x—c)2 +y°+2a
(—x+c)?+y° =(~x—c)* +y* +4da(~x—c)* + y* +4a”
x?—2cx+c?+y?=x"+2cx+c’ +y* +day(~x—c)’ +y® +4a’
—4ex —4a” = 4day)(-x-c)* +y°
ex+a®=-ay(~x—c)*+y?
(ex+a®)? =a’((~x—c)* +y*
c’x? +2a%cx +a' =a® (x* + 2ex + ¢ + y?)
c’x? +2a%cx +a* = a’x® + 2a’cx + a’c? + a®y?
¢?x? —a?x? —a?y? = a’c? - a*
(CZ _aZ)XZ _a2y2 :aZ(CZ _aZ)
stel b =c*-a®
dus b°x* —a’y® = a’b?

2 2

4
dus ?— 2 =1
Opgave 52:

voor het punt B op de hyperbool geldt: d(B,F,)—d(B,F,)=2b+ AF, —BF, =2b
voor ieder punt P op de bovenste tak van de hyperbool geldt: |d (P, F}) —d(P,F,)| = 2b

\/x2 +(y+c)? —\/x2+(y—c)2 =2b

\/x2 +(y+c)2 :\/)chr(y—c)2 +2b

X2+ (y+c)’ =x"+(y—c)® +4bx* +(y —c)® +4b?
x?+y*+2cy+c? =x2+yz—20y+cz+4b\/m+4b2
Acy — 4b? = 4b+|x* + (y —¢)?

cy—b? =byx* +(y—c)?
(cy=b%)* =b*(x* +(y~¢)*)
c’y? —=2b%cy +b* =b*(x* + y* = 2cy +c?)
c’y® —2b%cy +b*=b*x* +b’y* — 2b%cy + b*c?
_ h2y2 +Czy2—b2y2 _ p2c2 _pt
~ b2 4 (2 _bz)yz = b?(c? —b?)
stel a® =c? -b°
~ b2+ a?y? = b%?
2 2

Xy
-4+ =1

a? b?
Xy
a? b?

voor ieder punt P(x,—y) op de onderste tak van de hyperbool geldt:
\/x2 +(—y+c)? —\/x2 +(-y-c)*=2b
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net zoals bij opgave 51c kunnen we dit ook herleiden tot x_2 -

Opgave 53:
a a=2 c¢c=3
dus b =¢?—a®*=9-4=5
Xty
4 5
b. =3 ¢c=4
dus a®? =c?-b2=16-9=7
¥
7 9
cC. a=4
x2 y2
E_b_2:1 door (12,4)
144 16
=1
16 b
16
9—b—2:1
16
_b_z__8
b =2
Xty
16 2
d c¢=5
b =c?*—a*=25-4?
x2 y2
PR =1 door (4,3)
6 9 _
a?® 25-a?
169" _

25—a?
16(25—a®) - 9a® = a*(25-a?)
400-16a? —9a? = 254% — a*
a*-50a”+400=0
(a® -10)(a® - 40)=0
a’=10 v a’=40
b?> =15 b? =15 kan niet
¥
10 15

Opgave 54:

a.  het middelpunt van de cirkel is (—4,0)

a

2

»
2

-1

het middel punt van de cirkel is ook één van de brandpunten van de hyperbool
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zowel het brandpunt (—4,0) as ook detop (3,0) liggen op dex-as, dus 2a =r =6
dus a =3

dus de afstand van het middel punt tot de toppen van de hyperbool is 3

dus het middel punt van de hyperbool is (0,0) 6f (6,0)

omdat (—4,0) een brandpunt is kan (6,0) niet het middel punt van de hyperbool zijn
dus het punt (0,0) is het middel punt van de hyperbool

2 2
Xy
dUS?—b—Zzl

a=3 c=4

b=A7

Opgave 55:

b =c*-a*=16-9=7

x> +y?+10y-39=0

x> +(y+5?-25-39=0

x*+(y+5)° =64

het middelpunt van derichtcirkel is (0,-5)

dus één van de brandpunten van de hyperbool is (0,-5)
zowel een brandpunt als een top liggen op de y-as, dus 2b =r =8

dusb=4
b=4 c=5

2 2

2
a“=c°-b° =

2 2

XY

dus -2 =

9 16

Opgave 56:

5242 =9

a 3x*-5y*=30

2 2
X y .

10 6

a? =10 dus a =+/10

h* =6 dus 6=c*-10

dus ¢ =16 dus c =4

de toppen zijn (\/E,O) en (—\/E,O)
de brandpunten zijn (4,0) en (-4,0)
x+y=8

y=8-x

3x*-5(8-x)*=30

3x* —5(64—16x + x*) =30

3x* —320+80x —5x =30
—2x*+80x-350=0
x*—40x+175=0
(x-5(x-35=0

x=5 v x=35
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x=5geeft y=3
x =35 geeft y =-27
dus de snijpunten zijn (5,3) en (35,-27)

Opgave 57:
25p —4q =80
{10019 - 649 =80
100p —164 =320
{100p -64¢g=80 -
48q = 240
q=>5
25p-20=80
25p =100
p=4
b. 4x*-5y*=80

2 2

Y 1

20 16

a? =20 dus a =+/20 = 2/5

b? =16 dus 16 = c¢* - 20

dus ¢ =36

dusc=6

de toppen zijn (24/5,0) en (-24/5,0)
de brandpunten zijn (6,0) en (—6,0)

x 4
x1

Opgave 58:
a 3w’-2y?=12
2 2

X Y

4 6
a’>=4dusa=2
dus de toppen zijn (2,0) en (-2,0)

ullo

c. y=5x
3x? -2(8x)* =12
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3? - Ly =12

2x?=12

x? =100

x=10 v x=-10

y=12 y=-12

dus de snijpunten zijn (10,12) en (-10,—12)
d y=2x

3x?-2(2x)* =12

3x*-8x* =12

—5x? =12 en deze vergelijking heeft geen oplossingen

Opgave 59:
a. ééntop van de hyperbool is (a,0)

voor asymptoot /;, geldt: y =2x
x=a geeft y=2.a=b

dus de verticale afstand van de top («,0) tot de asymptoot isbh
b. deasymptotenzijndelijnen y=Lx en y=-%x

Opgave 60:
a a’=16dusa=4
b*=9 dush=3

dus de asymptoten zijn: y=3x en y=-3x
b. 16x*—25y° =400

x2 y

2 =]
25 16
a’>=25dusa=5
b?> =16 dus b =4
dus de asymptoten zijn: y=4x en y=—4x
c. x*-9y°+9=0
x> —-9y*=-9

2 2

r Y 4

9 1

a*=9 dusa=3

b*=1dush=1

dusde asymptoten zijn: y=ix en y=—-1x
d a=4 ¢=5

b>=c?—a?=5"-4°=9

b=3

dus de asymptoten zijn: y=3x en y=-3x
e b=2 ¢c=3

2 2 2 2 2
a“=c"-b"=3"-2°=5H
a=+5
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x? —4y? = 4b* door (10,4)
100 - 64 = 4b*
4p* =36
b*=9
b=3
a=06
b. 9=¢*-36
c? =45
c=+/45=35

de toppen zijn: (6,0) en (—6,0)
de brandpunten zijn: (3v/5,0) en (-315,0)

Opgave 62:
a dsb=adanisrc,=t=4=lenrc,=-2=-4=-1

a a a

re, - re, =1--1= -1 dus de twee asymptoten staan loodrecht op elkaar

b. x*-y*>=2
A Y
2 2
a’®=bp*=2
dus a=b=+/2 , dus h, is een orthogonal e hyperbool
2=c?-2
c’=4dusc=2

de toppen zijn: (\/E,O) en (—\/E,O)
de brandpunten zijn: (2,0) en (-2,0)
C. a=3dush=3
9=¢?-9
c? =18 dus c = /18 =32
de brandpunten zijn: (3v2,0) en (-3v2,0)

d a=b>
x2 y2
2 2 2
— —= =1dus x*—y° =a" door (4
a a
16-1=a?
a’ =15 dUSazx/E
15=¢?-15
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c¢? =30 dUSc:@

Opgave 63:
2
a d(PF)= \/(x— 2)? +[3— 2)
X
b. het middelpunt M van de cirkel is. (-2,-2)

d(P,c)=d(P,M)—d(M,c)=d(P,M)—-4= \/(x+2)2 +(3+2)2j -4
X

c. ergddt: d(P,F)=d(P,c)=d(P,M)-4
dus d(P,M)—d(P,c)=4
dus P ligt op een tak van een hyperbool

d. gegevenisdecirkel: c¢,: (x—2)°+(y-2)*=16
het middel punt M van deze cirkdl is: (2,2)

stel P(x,z) en F(-2,—2) dan geldt:
X

d(P,F) =\/(x+2)2 +[g+2j
X

d(P,c)=d(P,M)—d(M,c)=d(P,M)-4= \/(x—2)2 +(3—2j -4
X

neem ylz\/(x+2)2+(§+2j enyzz\/(x—2)2+(§—2)j -4

de tabel geeft gelijke waarden voor y, en y,
dus d(P,F)=d(P,c)=d(P,M)-4

dus d(P,MO-d(P,F)=4

dus P ligt op een tak van een hyperbool

Opgave 64:
a é =3 dusbh=3a

81-45=942
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¢ =+/40 = 210
dus de brandpunten zijn (2+/10,0) en (—2410,0)
c. a=b=2410

2 2

X Y

2" 0 40

Opgave 65:
Yy
a’? b
h2x2 _azyz — a%b?
_azyz — —b%x% 1+ a%b?
y2 :b—zxz _p?

as y, >0 danligt 4 op de hyperbooltak: y = ”—Z 2 - b?

neemy_wlb—Z =Ju met u="=2 b x —bZdUSu——

' 1 bz . b2 bzx

v zf Tl @ dy

2

b
k: Y=Vi=
a

S (x—x,)
Y4

2 2
a’y,y—a’y,”  =b’x ,x—b’x,
2 2
—b*x,x+a’y,y=-b’x,"+a’y,
2 2 2 2 2 2
b*x,x—ay,y=b"x,"—a’y,

b*x ,x—a’y,y=a’b®

XX V4
=1
P
as y, <0 danligt 4 op de hyperbooltak y =—/% x* - b
neem y = — - \/;metu—zx —bszSu——x
, -1 , -1 o -b*x  —b’x B b%x

ol T2l T e at ey

dit levert voor k dezelfde vergelijking op, dus £ : Léx —% =1
a
Opgave 66:
a k: 3:3x-5--1y=22
Ox +5y =22

x? y2 2 2

— —=——=1 ofwel 40x° -14y° =560

14 40

raaklijn m in punt (-7,-10) is: 40--7-x—-14--10- y = 560
—280x +140y =560
-2x+y=4
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— (-2 — (1

n, = dus n, =

n: x+2y=c door (-7,-10)
n: x+2y=-27

Opgave 67:
a. depoollijnvan A4(2,-2) ten opzichte van de hyperbool is: 2x -8--2-y =28

dus 2x +16y = 28

dus x+8y =14

dus x =14-8y

de snijpunten van de poollijn met de hyperbool zijn:
(14-8y)*> —8y* =28

196224y + 64y° —8y* = 28

56y° — 224y +168 = 0

y*-4y+3=0

(r-D(y-3 =0

y=1 v y=3

x=6 x=-10

raaklijnin (6,1) is: 6x—8-1y =28 ofwel 3x -4y =14
raaklijnin (-10,3) is: —10x —8-3y = 28 ofwel 5x+12y =-14

2 2

X Y _1ofwe 2x2-3y2 =24
12 8

de poollijn van B(1,—1) ten opzichte van de hyperbool is: 2-1-x-3--1- y =24
dus 2x+3y =24

dus 2x =24-3y

dus x=12-11y

de snijpunten van deze poollijn met de hyperbool zijn:
212-11y)?-3y* =24

2(144-36y +21y?)-3y* =24

288- 72y +41y? -3y? =24

11y% 72y +264=0

y%? - 48y +176=0

(y-4)(y-44)=0

y=4 v y=4

x=6 x=-54

raaklijnin (6,4) is. 2-6-x—3-4-y =24 ofwel x—y=2

raaklijnin (-54,44) is. 2--54-x—-3-44.y = 24 ofwel 9x +11y = -2

Opgave 68:

a deraklijnin (x,,y,) is x,x—a’y,y=-80
deraaklijnisook x+ y =10 ofwel —8x -8y =-80
dus x, =-8
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dan y, =18 dus a*-18=8

2 _8 _ 4
dus a =8~ 79

b. deraaklijnin (x,,y,) is. b?x,x-8y,y =100
deraaklijnisook 3x —4y =10 ofwel 30x —40y =100

dus 8y, =40

dus y, =5

dan 3x, —20=10

dus 3x, =30

dus x, =10

dus 5% -10=30

dus b* =3
Opgave 69:

a voorken/gedt: y=x+b ofwel —x+y=>b
deraaklijnin (x,,v,) is: x,x—-3y,y =24
deraaklijnisook: —x+y=»b

dusx_A:ﬂ:ﬁ
-1 1 b
dus x, =3y,

dus (3y,)? -3y,” =24
9)’A2 _'?’J/AZ =24

6y, =24

J/A2:4

yy,=—2 Vv y,=2
x,=—6 x,=6

dus de raakpunten zijn (-6,—2) en (6,2)
b. aseenlijnmet rc = -2 de hyperbool loodrecht snijdt, dan geldt in het snijpunt voor de
raaklijn re =32
dusderaaklijnis: y =2x+b ofwel —3x+5y="5b
deraaklijnin (x;,y,) IS x,x—-3y,y =24
dus & — 3y, _24

-3 5 5B
dus 5x, =9y,
xB:%yB

dus (2y,)° -3y, =24
8y,%-3y, =24
$y,2=24

y, =100

v =10 v y,=-10
x, =18 x, =—18
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dus de raakpunten zijn (18,10) en (-18,—10)

Opgave 70:
a W*-—y’=71
Xy
a4 7
a’=1 dUSaz\/%:%\/213
b* =71

?=a’+b* =1 +71=942 dus c =,/942 = [2 = 2./213
de toppen zijn: (3+/213,0) en (-3+/213,0)
de brandpunten zijn: ($+/213,0) en (-4+/213,0)
b - % BRI
3 NG}
de asymptoten zijn: y = x+/3 en y= —x+/3
c. k: 35 x-—-2.y=T1
k: 15x+2y =71
raaklijnin B(1219) is: m: 3-12-x-19.-y=71
m: 36x-19y =71

— 36 — (19
n, = dus n, =
-19 36
n: 19x+ 36y =c door B(1219)
n: 19x+ 36y =912
delijnenp eng zijnvandevorm: y =2x+5b
dus 2x—y =-b
deraaklijnin C(x.,y.) IS 3-x, - x—y.-y=71

o

1)

e _—ye_ 1N
2 -1 -b
-2y, =-3x,
Ye :]%xc
.-y )2 =71
3. -2ix. =71
3x.t=T1
2
XC ==

284
- 3
Xe =42 =24213 v x.=-2/213

Opgave 71:
de poollijnvan P(L,%) ten opzichte van de hyperbool x* —a®y*=6is 1.x—a®-1-y=6

dusx—ia’y=6
depooallijnisook: x—2y =c
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dus—%azz—Z A c=6
dusa®?=10 A c=6

dus de hyperbool is: x> -10y® =6
depoallijnis: x—2y=6 dus x=2y+6

de snijpunten van de poollijn en de hyperbool zijn:

(2y+6)*-10y° =6

4y* + 24y +36-10y° =6
-6y°+24y+30=0

y?-4y-5=0

(y+D(»-9=0

y=-1 v ypy=5

x=4 x=16

dus de snijpunten zijn: (4,-1) en (16,5)

Opgave 72:
a 4x*-y*+8x+4y-15=0

4(x*+2x) - (y* -4y)-15=0
4(x+D)*-D-((y-2*-4)-15=0
4x+1)°-4-(y-2°+4-15=0
4x+D*-(y-2)* =15

4x? —y? =15 22 5 Ax+1)? -(y-2)2=15

2 2

2 2 _ Xy o_
4x -y =15 Ofwel L_5_1_5_1

4

a?*=L p*=15dusc®=a’+b*=5+15=182

4

dus a = /% =115 en ¢ =,/183 = £4/3

2 2

van %—Jl}—s =1 ishet middelpunt (0,0) , detoppen zijn (%\/E,O) en (—%\/E,O)

4

en de brandpunten zijn (2\/5,0) en (—2\/5,0)

dusvan 4(x+1)* - (y — 2)®> =15 ishet middelpunt (-1,2) , zijn de toppen:
(-1+14/15,2) en (-1-1+/15,2) enzijn de brandpunten (-1+3+/3,2) en (-1-2+/3,2)

2 2
b vant Y _qijgb Y5 _¥IB_ 72,
5 15 a 15 15
4 4 Ja

dus de asymptoten zijn y =2x en y = —-2x

dusvan 4(x+1)* - (y—2)* =15 zijndeasymptoten y —2=2(x+1) en y—2=-2(x+1)

dus y=2x+4 en y=-2x
c. k: 4B+DY(x+D)-(9-2)(y—-2)=15
k: 16(x+1)-7(y—-2)=15
k: 16x+16-7y+14=15
k: 16x-7y=-15
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11.4 Vergelijkingen van de tweede graad

Opgave 73:
De ruimtelijke figuur die ontstaat is een kegel, dus de doorsnede van 7 met de kegel is een

cirkel.

Opgave 74:
a vlak Visraakvlak aan de grote bol in punt £}

de punten P en F, liggeninvlak V, duslijn PF; israaklijn aan de grote bol

lijn OP raakt de grote bol int punt 4
dus PF, en PA zijn raaklijnstukken aan de grote bol

dus PF, = P4

op dezelfde manier geldt: PF, = PB
PF, = PA
PF, = PB
alsvlak 7 gegevenis, dan liggen de punten 4 en B vast, dus P4 + PB = constant
dus PF, + PF, =constant

dus punt P ligt op een ellips met brandpunten £, en F,

} PF, + PF, = PA+ PB

Opgave 75:
a vlak V' raakt de grote bol in punt F;

de punten P en F, liggeninvlak 7, duslijn PF; israaklijn aan de grote bol
lijn OP raakt de grote bol int punt 4
dus PF, en PA zijn raaklijnstukken aan de grote bol

dus PF, = P4
op dezelfde manier geldt: PF, = PB
PF, = PA

PF, — PF, = PB - PA
PF, = PB

alsvlak ' gegeven is, dan liggen de punten 4 en B vast, dus PB — PA = constant
dus PF, — PF, =constant
dus punt P ligt op een hyperbool

Opgave 76:
a. debol moet de kegel en het viak I raken 0

in de figuur hiernaast zie je de doorsnede loodrecht o
op de as van de kegel en loodrecht op vliak
in deze doorsnede moet er dus een cirkel raken aan
de twee lijnen door de top van de kegel
dit kan maar één cirkel zijn
dus er is ook maar één bol van Dandelin
b. Z(V,as)=a dus Z(V,W)=90°-«a
C. PF en PA zijn raaklijnstukken vanuit P aan de bol
dus PF = PA
d. Z(PA.,as)=a dus Z(PA,W)=90°-«
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LWV, W)= Z(PB,W)=90°-«
e Z(PA<W)=Z(PB,W)
Z(PAW)=90° -«
dus A4ABP iseen gelijkbenige driehoek
dus PA = PB

PA=PB
PA=d(P,F)} d(P,F)=d(P,s)
PB=d(P,s)
dus punt P ligt op de parabool met brandpunt F en richtlijn s

Opgave 77:
| is een parabool

Il iseen cirkel
[l iseen elips
IV is een hyperbool

Opgave 78:
a y°—-6x+8y+28=0

(y+4)>-16-6x+28=0

(y+4)> =6x-12

(y+4)°=6(x-2)

het is een parabool met top (2,—4) en brandpunt (13 + 2,—4) dus F(35,-4)
b. x*+9y*+2x-8=0

(x+1)*-1+9y*-8=0

(x+1)2+9y% =9

x+1)? 2

SRRy

het is een ellips met middelpunt (-1,0) en toppen (-4,0), (2,0), (-11) , (-1,-1)

a?>b>dus 2 =q*-b2=9-1=8 dus c=/8 =242

dus de brandpunten zijn: (-1+ 2¢/2,0) en (-1—24/2,0)
c. x*-9y°+4x-5=0

(x+2)2-4-9y2-5=0

(x+2)2-9y2=9

(x+2°* y°

—2 =1
9 1

het is een hyperbool met middelpunt (—2,0) en toppen (-5,0) en (1,0)
¢?=a?+b?=9+1=10 dus ¢ =+/10

dus de brandpunten zijn: (-2 ++/10,0) en (—2—+/10,0)
a°=9dusa=3,bh°=1dusb=1

dus de asymptoten zijn: y=3(x+2) en y=—1(x+2)

=1
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Opgave 79:
a 4x*+4y*+2x-12y-15=0

Ax*+1ix)+4(y*-3y)-15=0

(x> +3x)+(»*-3y)-%=0

(r+ 2+ (-1 24 -5 =0

(v +9)+(r-13)2 =%

het is een cirkel met middelpunt (-2 ,13) enstraal =,/ =1./97
b. 4x*+y*-8x+8y+16=0

4(x*-2x)+y*+8y+16=0

Hx-D*>-D+(y+4)°-16+16=0

A4x-D*-4+(y+4)°*=0

Ax-D*+(y+4*=4

(-0 G+,

1 4
het is een ellips met middel punt (1,—4) en toppen (0,-4) , (2-4), (1L-2), (1,-6)

a? <b?dus c® =b?—a?=4-1=3 dus c=+/3
dus de brandpunten zijn: (L—-4++/3) en (L—4—+/3)
c. x*—y*+4x+8y-20=0

(x+2)*-4—(y*-8y)-20=0

(x+2)°-((y—4)*-16)-24=0

(x+2)°-(y-4)*+16-24=0

(x+2)°*-(y-4)°*=8

(x+2? (v-4* _
8 8

het is een hyperbool met middelpunt (-2,4) en toppen (-2+ 2\/5,4) en (—2—2\/5,4)

c*=a’+b*=8+8=16dusc=4

dus de brandpunten zijn (-6,4) en (2,4)

a?=b*=8dusa=b=+8

dusdeasymptotenzijn: y—4=x+2en y—4=—(x+2) ofwel y=x+6en y=—x+2

1
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11.5 Diagnostische toets

Opgave 1:

a 1p=8
p=16
y? =32x

b. £p=6-10=-4
p=-8
y? = -16(x —10)

c. detopis: (-1,2)
tp=4--1=5
p=10
(y—2)% =20(x +1)

d. het brandpuntis: (8,2)
ip=3-4=-1
p=-2
(x—8)* =—4(y-3)

Opgave 2:
a y>-10y=2x+1

(y-5)?-25=2x+1
(y—5)*=2x+26
(y-5)? = 2(x +13)

yi=2x —IEBI 5 (y-5)2=2(x+13)
y? = 2x heeft dstop (0,0) , brandpunt (3,0), richtlijn x=-% enas y=0
(y—5)? = 2(x +13) hesft alstop (-135), brandpunt (-124,5), richtlijn x = -131

enas y=5

b. y=ix*+2x-4
x?+16x-32=8y
(x+8)>-64-32=8y
(x+8)*> =8y +96
(x+8)* =8(y+12)

¥2 = 8y 7(-8,-12)

(x+8)* =8(y+12)

x? =8y heeft dstop (0,0), brandpunt (0,2), richtlijn y=-2 enas x =0
(x +8)® =8(y +12) heseft alstop (-8,-12), brandpunt (-8,-10), richtlijn y = -14

enas x=-8

Opgave 3:
a k: y=-1ix+

2--13
k: y=-13x+1
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b. /: 3y=-3x+-3--13

3y=-3x+43
y=-x+15
c. raklijnminpunt B(-6,6) is. m: 6y=-3x+-3--6
6y =-3x+18
3x+6y =18
xX+2y=6

(g}
2 -1
n: 2x—y=c door (-6,6)
n: 2x—y=-18
d. depoollijnvan P(2,—2) ten opzichte van de parabool islijn k
k: —2y=-3x+-3-2
—-2y=-3x—-6
y=13x+3
de snijpunten van & en de parabool zijn:
(1ix+3)% =—6x
21x% +9x+9=—6x
21x?+15x+9=0
9x*+60x+36=0
x:—miﬁﬁﬁ ~60+48

18 18
x=—% v x=-6
y=2 y=-6
raaklijnin (-%,2) is. m;: 2y=-3x+-3--%
Ix+2y=2
raaklijnin (-6,-6) is: m,: —6y=-3x+-3--6
3x—-6y =18
x—2y=6
Opgave 4:
a a=3 b=2
2 2
XLy
9 4
b. a=2 b=1
2 2
(=4’ -3 _,
4 1
c. het middelpuntis (8,2)
a=2 c=1

b?=a®-c*=3
2 2
(-8, (-2 _,
4 3
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d. het middelpuntis (-1,6)
c=4
2 =h?_ g2
b*=a’+c*=a”+16
2 /)2
(4D’ (-6° _,

a’ b?
2 Y
(x+21) +(y2 ©)" _1 door (0,6 ++/15)
a a +
1,15 _
a’? a’>+16
2
1+ J;Sa =a?
a®+16

a® +16+15a° = a®(a® +16)
16a° +16=a* +16a°
a® =16
a’ =4 dus b* =20
(+)°, -8° _,
4 20

Opgave S:

x2+y?—4x+2y-11=0

(x—2)?-4+(y+1)*-1-11=0

(x—2)2+(y+1)? =16

dus het middelpunt van decirkel is M (2,-1) en r =4

punt F ligt binnen de cirkel dus de conflictlijn is een ellips met brandpunten (2,-1) en (2,1)
dus het middelpunt van de éllipsis het punt (2,0)

92 2
(x 22) +y_2:1
a b
d(P,F))+d(P,F,)=rend(P,F)+d(P,F,)=2b
dus2b=r=4
dusbh=2
c=1
c?=b*-a?
a’=b*-c*=4-1=3
(x-2)°
3

2
+2 =1
4

Opgave 6:
a 4x*+9y*+32x-18y-71=0

4(x*+8x)+9(y* -2y)=T1
4((x+4)*-16)+9((y-D* -1 =71
4x+4)*-64+9(y-1)*-9=71
4x+4)*+9(y-1)* =144
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(44’ 0-D° _;
36 16
a®*=36 dusa=6
b*=16 dus b=4
c?=a*-b*=36-16=20
dus ¢ =+/20 = 2\/5
het middelpunt van de élipsis (-4,
de toppen zijn (2,1),(-10,1),(-4,5),(-4,-3)
de brandpunten zijn (-4 + 2\/5,1) en (-4- 2\/5,1)
b. 6(x+3)*+(y-2)*>=30
(:+3°, 0-2° _,
5 30
het middelpunt van de dlipsis (-3,2)
a?=5dus a=+/5
b? =30 dus b = /30
c®=b*-a*=30-5=25dusc=5
de toppen zijn: (-3++/5,2),(=3=+/5,2),(-3,2++/30), (-3,2—+/30)
de brandpunten zijn: (-3,7) en (-3,-3)

Opgave 7:
a k: 6x+10y--1=46
6x—10y = 46
3x-5y=23
b. deragklijnminhet punt B(2,3) is. m: 4-2-x+12-3-y =124
8x +36y =124
2x+9y =31

(o)
9 -2
n: 9x—2y=c door B(2,3)
n: 9x-2y=12
c. depoollijn/van P(17Z,-3) ten opzichtevan deellipsis:
25-17£x+9--3y = 5625
435x — 27y = 5625
145x -9y =1875
-9y =-145x + 1875
3y =485x—-625
de snijpunten van lijn / en de dllips zijn:
25x% + (481 x — 625)* = 5625
25x% + 23361 x? — 604162 x + 390625 = 5625
23611 x? — 604162 x + 385000 = O
21250x* —543750x + 3465000 = 0
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17x* - 435x +2772=0
. 435+/729 _ 435+ 27
34 34
x=12 v x=138
y=-15 »=1032
raaklijnin (12,-15) is. 25-12x +9--15y = 5625
300x —135y = 5625
20x -9y =375
raaklijnin (1312,1019) is: 25-1395x+9-1032 y = 5625
339£ x + 952 y = 5625
5775x + 1620y = 95625
385x +108y = 6375
d. deraaklijnen zijnvandevorm: y =—-2x+5b ofwel 3x+5y =5b
derazklijnin het punt A(x,,y, is: 3x,-x+5y,-y =32
3x, 5y, 32

dus 224 = 2u _
3 5 5

dus 15x, =15y,
dus x, =y,

3, +5x,°=32
8x > =32

xA2:4

x,=2 v x,=-2

yi=2 ya=-2
raaklijnin (2,2) is. 3x+5y =16
raaklijnin (-2,-2) is: 3x+5y =-16
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